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摘 　要 　提出了一个高效求解三维装箱问题 ( Three Dimensional Container Loading Problem 3D2CL P) 的混合模拟
退火算法. 三维装箱问题要求装载给定箱子集合的一个子集到容器中 ,使得被装载的箱子总体积最大. 文中介绍的
混合模拟退火算法基于三个重要算法 : (1) 复合块生成算法 ,与传统算法不同的是文中提出的复合块不只包含单一
种类的箱子 ,而是可以在一定的限制条件下包含任意种类的箱子 . (2) 基础启发式算法 ,该算法基于块装载 ,可以按
照指定装载序列生成放置方案. (3) 模拟退火算法 ,以复合块生成和基础启发式算法为基础 ,将装载序列作为可行
放置方案的编码 ,在编码空间中采用模拟退火算法进行搜索以寻找问题的近似最优解. 文中采用 1500 个弱异构和
强异构的装箱问题数据对算法进行测试. 实验结果表明 ,混合模拟退火算法的填充率超过了目前已知的优秀算法.
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Abstract 　 This paper p resent s an efficient hybrid simulated annealing algorit hm for t hree dimen2
sional container loading problem (3D2CL P) . The 3D2CL P is t he p roblem of loading a subset of a
given set of rectangular boxes into a rectangular container so t hat t he stowed volume is maxi2
mized. The algorit hm int roduced in t his paper is based on t hree important algorit hms. First ,
complex block generating , complex block can contain any number boxes of different types , which
differs f rom t he t raditional algorit hm. Second , basic heuristic , which is a new const ruction heu2
ristic algorit hm used to generate a feasible packing solution f rom a packing sequence. Third , sim2
ulated annealing algorit hm , based on t he complex block and basic heuristic , it encodes a feasible
packing solution as a packing sequence , and searches in t he encoding space to find an app roxima2
ted optimal solution. 1500 benchmark instances with weakly and st rongly heterogeneous boxes
are considered in t his paper . The comp utational result s show t hat t he volume utilization of hybrid
algorit hm outperforms current excellent algorit hms for t he considered problem.











给定一个容器 (其体积为 V ) 和一系列待装载的
箱子 ,容器和箱子的形状都是长方体. 问题的目标是
要确定一个可行的箱子放置方案使得在满足给定装
载约束的情况下 ,容器中包含的箱子总体积 S 尽可
能的大 ,即填充率尽可能的大 ,这里填充率指的是






























些不错的启发式求解算法[326 ] . 对于三维装箱问题 ,
Ngoi [ 7 ] 以及 Bischoff [ 8 ] 等提出了一些启发式算法 ,
并产生了一些三维装箱实例[829 ] . 而基于图搜索的算
法可以参考文献 [ 10211 ] . Gehring[12 ] 等报告了遗传
算法在装箱问题中的应用. Bortfeldt [13214 ] 等分别提
出了禁忌搜索以及混合遗传求解算法. 并行化的遗
传算法则由 Gehring[15 ] 等提出 ,Bortfeldt [16 ] 等提出
了并行化的禁忌搜索算法. Lim 等提出了一个新的
启发式算法[17 ] . Moura 等提出了一个随机自适应启
发式算法 GRASP[18 ] . Bischoff [ 19 ] 基于一个寻找最
优参数设置的搜索算法 ,提出了一个新的启发式算
法. Bortfeldt [20 ]提出了基于分支定界算法的一个启
发式算法. 国内学者对三维装箱问题的研究 ,也取得
了一些不错的结果[21225 ] ,特别是黄文奇教授等提出
了一个有效的求解一类装箱问题的算法[25 ] . 对上述
文献进行研究分析可知 ,启发式算法是解决三维装
箱问题的有效方法 ,而且二维装箱问题的有效算法


















(1) 块生成算法. 不同于其它的块生成方法 ,本
文采用的块不仅仅是由同一朝向的同种箱子构成的
简单块 ,还包括由多种箱子构成的复合块. 复合块包
含一种或多种箱子 ,箱子的朝向也可以不同. 同时 ,























左后下角 ,也就是其 x , y , z 均最小的点.
本文中的装载是在剩余空间中进行的. 剩余空
间是容器中的未填充长方体空间 ,其中 x , y , z 描述
了它的参考点 , l x , l y , l z 描述了它在 3 个维度上的
长度.
箱子是问题中被装载的物体 ,我们用 l x , l y , l z
三个域来描述它 3 条边的长度. 在这里 ,不同朝向的
相同箱子被当作不同箱子处理 ,箱子有一个域 t y pe
指定了箱子的真实类型.
现在我们可以给出问题实例的描述 , 三元组
( contai ner , boxL ist , num) 描述了一个三维装箱问题
实例 ,其中 cont ai ner 是初始剩余空间 , boxL ist 是一






都满足 C2 . 块结构用 l x , l y , l z 描述三条边的长 ,






放置矩形 , 以块结构的域 ax , ay 表示其长宽.









此块 ,如此反复直至堆栈为空. 在此过程中 , s p ace2




载阶段的一个选择. 具体地说 ,假定有装载序列 ps ,






( s p ace , block) 表示将块 block 放置在剩余空间
s p ace 上. 放置是通过将块的参考点和剩余空间的
参考点重合得到的. 由于我们的算法保证剩余空间
总是被支撑的 ,而块中除了底部箱子 ,所有的箱子都












好形成一个长方体. 图 1 展示了两个简单块的例子 ,
其中 n x , ny , nz 表示在每个维度上的箱子数. nx ×
ny ×nz 则是简单块所需要的总箱子数.
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图 1 　简单块
简单块的生成算法枚举所有合法的组合 ( nx ,





input ( container , boxL ist , num)
block Table ··= {}
for each box in boxL ist do
　for nx ··= 1 to num[ box. t y pe] do
　　for ny ··= 1 to num[ box. t y pe]/ nx do
　　　for nz ··= 1 to num[ box. t y pe]/ nx/ ny do
　　　　if ( box. l x 3 nx Φcontainer. l x
　and box. l y 3 ny Φcontainer. l y
　and box. l z 3 nz Φcontainer. l z) t hen
　add block which have nx , ny , nz box on three dimension










(2) 有两个复合块 a , b. 可以按 3 种方式进行复
合得到复合块 c :按 x 轴方向复合 ,按 y 轴方向复
合 ,按 z 轴方向复合. c 的大小是包含 a , b的最小长
方体.














至少要达到 M i nA reaR ate.
(4) 为控制复合块的复杂程度 ,定义复合块的
复杂度如下 :简单块的复杂度为 0 ,其它复合块的复
杂度为其子块的复杂度的最大值加 1 . 块的 level 域
描述了复合块的复杂度 ,我们限制生成块的最大复
杂度为 M a xL evel.
(5) 按 x 轴方向、按 y 轴方向复合的时候 ,子块
要保证顶部可行放置矩形也能进行复合. 在按 z 轴
方向复合时 ,子块要保证复合满足约束 C2 . 具体的
复合要求和结果如表 1 所示.
(6) 拥有相同 3 边长度、箱子需求和顶部可行
放置矩形的复合块被视为等价块 ,重复生成的等价
块将被忽略.
(7) 在满足以上约束的情况下 , 块数目仍然
可能会很大 , 我们的生成算法将在块数目达到
M axB locks 时停止生成.
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表 1 　复合块的顶部可行放置矩形条件和结果
复合的方向 子块 a , b满足的条件 复合块 c
按 x 轴方向
a. ax = a. l x
b. ax = b. l x
a. l z = b. l z
c. ax = a. ax + b. ax
c. ay = min ( a. ay , b. ay)
按 y 轴方向
a. ay = a. l y
b. ay = b. l y
a. l z = b. l z
c. ax = min ( a. ax , b. ax)
c. ay = a. ay + b. ay
按 z 轴方向
a. ax Ε b. l x
a. ay Ε b. l y
c. ax = b. ax
c. ay = b. ay
根据复合块的定义 ,可以得到图 4 所示的复合
块生成算法.
algorit hm GenComplexBlock
input (container , boxL ist , num)
GenSimpleBlock ( container , boxL ist , num)
for level ··= 1 to M axL evel do
　newB lock Table ··= {}
for each a , b in block Table do
　　if a. level = level or b. level = level t hen
　　　if a and b satisfied t he const rain in x2direction t hen
　　　　add t he block combined by a and b in x2direction to
newB lock Table
　　　endif
　　　if a and b satisfied t he const rain in y2direction t hen
　　　　add t he block combined by a and b in y2direction to
newB lock Table
　　　endif
　　　if a and b satisfied t he const rain in z2direction t hen
　　　　add t he block combined by a and b in z2direction to




block Table ··= block Table + newB lock Table
reduce duplicated block in block Table
endfor















复上述过程 , 直到堆栈为空. 完整的算法如图 5
所述.
algorit hm Basic Heuristic
input ( ps , container , num)
avail ··= num
plan ··= { }
plan. volume = 0
s paceS tack ··= { }
s paceS tack. push( container)
index ··= 0
while s paceS tack ≠{ } do
　s pace ··= spaceS tack. pop ()
　blockL ist ··= genB lockL ist ( s pace , avail)
　if blockL ist ≠{ } t hen
　　block ··= blockL ist[ ps[ index ] ]
　　i ndex ··= index + 1
　　avail ··= avail - block. requi re
　　plan ··= plan + ( s pace , block)
　　plan. volume ··= plan. volume + block. volume
　　spaceS tack. push( genResi dulS pace( s pace , block) )
　else t hen






可行块生成算法 genB lockL ist ( s p ace , av ai l) 用
于从 block T able 中获取适合当前剩余空间的可行
块列表. 该算法扫描 block T able ,返回所有能放入剩
余空间 s p ace 并且 av ai l 有足够剩余箱子满足
requi re 的块. 由于 block T able 是按块中箱子总体积




为两种情况 :有可行块 ,无可行块. 在有可行块时 ,算
法按照装载序列 ps 选择可行块 ,然后将未填充空间





未填充空间将被分成 3 个剩余空间. 块顶部的可放
置矩形确定了一个新的剩余空间 s p ace Z ,其余的两
个剩余空间为 x 轴方向上的 s p ace X 和 y 轴方向上
的 s p ace Y . 图 6 (a) 和图 6 ( b) 展示了两种分割方式 ,
它们的区别在于图 6 (c) 所示的可转移空间的归属.
我们希望切割出的剩余空间尽可能的大 ,而衡量空
间大小的方法有很多 ,这里使用剩余空间在放置块
以后在 x 轴和 y 轴上的剩余长度 m x 、m y 作为度
量 ,将可转移空间分给剩余量较大的方向上的新剩
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余空间. genResi d ualS p ace ( s p ace , block) 执行剩余
空间的切割 , 其返回的剩余空间顺序为 ( s p ace Z ,




给新的栈顶剩余空间以重新利用. t rans f erS p ace
( s p ace , s p aceS t ack) 判定当前剩余空间是否有可转









在第 2 节 ,我们提出了一个基于块装载的基础
启发式算法用以从一个装载序列产生一个可行的放
置方案 ,装载序列的一个元素对应启发式算法的一
















载序列 ps ,邻域 N ( ps) 包括所有满足下列条件的装
载序列 ps′: ps′与 ps 有相同的长度 ,它们除了第 j
元素不同外 ,其它所有的元素都相同 . 实验表明在
大多数的实例中选择排序靠前的块将取得较好
的结果 ,算法限制每个阶段的块选择数最大为





input ( ts , t f , dt , length , isL inear , isCom plex)
if isCom plex t hen
　genS im pleB lock ()
else t hen
　genCom plex B lock ()
endif
ps ··= zero vector wit h size M ax Seq
plan ··= basic Heurist ic( ps)
best ··= plan
t ··= ts
while t > t f do
　for i ··= 1 to length do
k ··= random[0 , ps. si ze - 1 ]
ps′··= ps
ps′[ k] ··= random[ 0 , M ax Select - 1 ]
plan′··= basic Heuristic( ps′)
if plan′. volume > plan. volume t hen
　ps ··= ps′, plan ··= plan′
else if random (0 ,1) <
　　　exp ( ( plan′. volume - plan. volume) / t) t hen
　ps ··= ps′, plan ··= plan′
endif




if isL inear t hen
　t ··= dt 3 t
else t hen
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在搜索开始时 ,算法使用一个长度为 M a x S eq
的零向量作为初始装载序列 ,也就是说在初始状态
下每次选择体积最大的块. M a x S eq 是一个经验性
最大装载序列长度. 算法中的随机函数有两种用法 ,
ran dom[ a , b]返回[ a , b]中的随机整数 , random ( a , b)
则返回 ( a , b) 中的随机实数. 控制变量 ts , t f , dt ,
lengt h , isL i near 和 isCom plex 作为算法的输入以
增加算法的灵活性. 其中 ts , t f , dt 和 len gt h 用于控
制模拟退火过程 : ts 是开始温度 , t f 是终止温度 , dt
是退火系数 , len gt h 是马尔可夫链长. 混合模拟退火














样化. 在本文的实验中 ,我们采用 20 组参数进行并
行计算 ,具体的参数如表 2 所示.
表 2 　参数表
ts t f dt length isL inear isCom plex
1 0101 0195 200 True False
1 0101 0196 200 True False
1 0101 0197 200 True False
1 0101 0198 200 True False
1 0101 0199 200 True False
1 0101 0140 200 False False
1 0102 0140 200 False False
1 0101 0120 200 False False
1 0102 0120 200 False False
1 0103 0120 200 False False
1 0101 0195 200 True True
1 0101 0196 200 True True
1 0101 0197 200 True True
1 0101 0198 200 True True
1 0101 0199 200 True True
1 0101 0140 200 False True
1 0102 0140 200 False True
1 0101 0120 200 False True
1 0102 0120 200 False True
1 0103 0120 200 False True
4 　计算结果
混合模拟退火算法以 C + + 实现 ,实验程序运
行在 Intel Core2 Duo 210 GHz 的处理器上. 实验中
采用的各种参数设置如表 3 所示.
表 3 　实验参数
MinFillRate MinA reaRate MaxLevel MaxB locks MaxSeq MaxSelect
0198 01 96 5 10000 200 47
411 　测试数据
本文实验采用的测试数据来自文献 [ 829 ] ,包括
1500个三维装箱问题 ,这些数据可以从OR2Library[30 ]
或者 ht tp :/ / 591771161229/ Download. asp x # p4 网
站上下载. 这些问题共分为 15 类 ,每类 100 个问题 ,
这些问题有相同数目的箱子类型. BR1～BR7 为
弱异构问题 ,BR8～BR15 为强异构问题 . 15 类问




对于来自文献 [ 829 ]的 1500 个测试问题 ,许多
研究者对它们做过测试. 作为比较 ,本文包括了
Bischoff 等在文献 [ 8 ]提出的启发式算法 H _BR ,
Gehring 等在文献[ 12 ]提出的 GA_ GB 算法和Bort2
feldt 等[13 ] 提出的禁忌搜索算法 TS_B G ,Bortfeldt
等[14 ]提出的混合遗传算法 H GA_B G以及并行遗传
算法 P GA _ GB [15 ] ,Bortfeldt 等[16 ] 提出的并行禁忌
搜索算法 P TSA ,Lim[17 ] 提出的 MFB 算法 ,Moura
等提出的 GRASP 算法[18 ] ,Bischoff [19 ] 提出的新启
发式算法 H_B 以及Bortfeldt 等[20 ]提出的启发式算
法 SPBBL2CC4 ,张德富等[24 ] 提出的组合启发式算
法 CH 以及黄文奇等提出的 A2 算法[25 ] . 这些算法
有的只计算弱异构问题 ,有的只计算强异构问题 ,它
们的计算结果直接来自于文献. 表 4 给出了这些算
法与混合模拟退火算法 ( HSA) 对弱异构问题的计
算结果 ,表 5 给出了这些算法与 HSA 对强异构问
题的计算结果. 表中所有数据表示填充率 ( %) ,它表
示不同算法针对一类问题所得到的平均填充率 ,而
Mean 表示算法对每类问题所得到的平均填充率.
表 4 和表 5 中所有算法的装箱结果都满足 C1
约束 ,此外 H_BR、GA_ GB、TS_B G和 HSA 算法的
装箱结果都是基于完全支撑的 ,也就是满足 C2 约
束. 问题满足的约束条件越多 ,求解起来更困难. 但
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是 ,对于弱异构问题 , HSA 在每个样例的填充率都
超过了目前已知的算法 H _BR、GA _ GB、TS_B G、
P TSA、MFB、H_B、SPBBL2CC4 和 CH , HSA 的平
均填充率更是达到 93130 %. 对于强异构问题 , HSA
在每个样例的填充率都超过了目前已知的算法
H_BR、GA _ GB、TS_B G、H GA _B G、P GA _ GB 和
GRASP. 对于最新发布的算法 A2 , HSA 算法在
BR8～BR11 类问题上 ,填充率超过 A2 ,在 BR12～
BR15 类问题上落后 A2 ,但是 ,A2 只计算了强异构
问题 ,而且 HSA 算法的平均填充率超过 A2 ,特别注
意到 HSA 算法的装箱结果还满足约束 C2 ,就足以
看出 HSA 算法的优越性.
从表 4 和表 5 可以看出 , HSA 算法超过了目前





BR1 BR2 BR3 BR4 BR5 BR6 BR7 平均
箱子的类型数 3 5 8 10 12 15 20
H_BR [8 ] C1 和 C2 831 79 84144 83194 83171 83180 82144 821 01 831 50
GA_ GB [12 ] C1 和 C2 851 80 87126 88110 88104 87186 87185 871 68 871 50
TS_B G[13 ] C1 和 C2 871 81 89140 90148 90163 90173 92172 901 65 901 10
P TSA [16 ] C1 931 52 93177 93158 93105 92134 91172 901 55 921 70
MFB [17 ] C1 871 40 88170 89130 89170 89170 89170 891 40 891 10
H_B [19 ] C1 891 39 90126 91108 90190 91105 90170 901 44 901 55
SPBBL2CC4 [20 ] C1 871 30 88160 89140 90110 89130 89170 891 20 891 09
CH [24 ] C1 891 94 91113 92109 91194 91172 91145 901 94 911 32
HSA C1 和 C2 931 81 93194 93186 93157 93122 92172 911 99 931 30
拟人启发式 [26 ] C1 821 89 83164 83146 83140 83157 83133 821 74 831 29




BR8 BR9 BR10 BR11 BR12 BR13 BR14 BR15 平均
箱子的类型数 30 40 50 60 70 80 90 100
H_BR [8 ] C1 和 C2 80110 781 03 761 53 75108 741 37 73156 73137 731 38 75155
GA_ GB [12 ] C1 和 C2 87152 861 46 851 53 84182 841 25 83167 82199 821 47 84171
TS_B G[13 ] C1 和 C2 87111 851 76 841 73 83155 821 79 82129 81133 801 85 83155
H GA_B G[14 ] C1 89173 891 06 881 40 87153 861 94 86125 85155 851 23 87134
P GA_ GB [15 ] C1 90126 8915 881 73 87187 871 18 8617 85181 851 48 87169
GRASP [18 ] C1 86113 851 08 841 21 83198 831 64 83154 83125 831 21 84113
A2 [25 ] C1 88141 881 14 8719 87188 871 92 87192 87182 871 73 87197
HSA C1 和 C2 90156 891 70 891 06 88118 871 73 86197 86116 851 44 87198





启发式的输入为长度为 M ax S eq 的零向量. 值得注
意的是 ,拟人启发式只考虑满足约束 C1 ,而基础启
发式却要考虑满足约束 C1 和 C2 ,即使如此 ,由表 4
可以看出 ,基础启发式在每个实例上的计算结果都
超过了拟人启发式 ,平均填充率高出了约 115 %. 而
混合模拟退火在每个实例上的计算结果也都超过了





节.其中 Minimum、Maximum 和 Average 分别表示
模拟退火算法在同一类型的 100 个问题的运行中 ,
所记录下的最短运行时间或最低填充率、最长运行
时间或最高填充率以及平均时间或者平均填充率.
表 6 中的时间是程序的实际运行时间 ,包括所有并
行线程的运行时间. 每个数据保留小数点后两位 ,运
行时间用秒 (s)表示.














BR1 3 6102 741 39 20133 861 62 971 57 93180
BR2 5 12113 991 97 35168 881 03 971 28 93194
BR3 8 17167 2091 63 59100 901 45 961 52 93186
BR4 10 20164 2241 39 75105 901 74 951 72 93157
BR5 12 30128 2161 25 80163 901 95 951 02 93122
BR6 15 26145 2441 53 88189 901 86 951 19 92172
BR7 20 42156 2671 58 101152 891 93 931 78 91199
BR8 30 144151 4481 41 261187 881 61 921 34 90156
BR9 40 142150 6081 34 276112 861 62 911 51 89170
BR10 50 160165 6401 53 288190 851 50 901 68 89106
BR11 60 171181 5361 10 287125 851 08 901 54 88118
BR12 70 184123 5961 34 306136 851 06 901 17 87173
BR13 80 206116 5491 75 307168 841 04 881 72 86197
BR14 90 206128 4711 36 305182 831 78 881 43 86116
BR15 100 202108 4861 84 301126 821 71 871 25 85144
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Background
　　Three2dimensional packing problem belongs to NP hard
problem. At present , some excellent algorithms have been
presented to solve the problem. The hybrid simulated annea2
ling algorithm based on a const ructive heuristic algorithm is
presented , the computational result s have shown that this al2
gorithm outperforms the current excellent algorithms. The
work is supported by the National Nature Science Foundation
of China ( Grant no . 60773126) and the Province Nature Sci2
ence Foundation of Fujian ( Grant No12007J0037) . The pro2
ject s aim at designing highly efficient algorithms for NP hard
problems , such as the packing problem and timetabling prob2
lem , which are the most important part of automated packing
and timetabling software. The project team has designed
some efficient algorithms for SA T problem , the circle pack2
ing problem , the rectangle packing problem , three2dimen2
sional packing problem and Timtabling problem , some re2
sult s have been published. The fundamental aim of this paper
was to investigate three2dimensional packing problem and to
develop state2of2the2art algorithms that could be used in an
indust rial field. The paper belongs to one of the key part s of
the project .
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